We f o c u s on the seemingly complicated dynamics of a four-machine power system which i s u n d e r g o i n g a s u d d e n f a u l t .
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Sumrrary
We f o c u s on the seemingly complicated dynamics of a four-machine power system which i s u n d e r g o i n g a s u d d e n f a u l t .
A d o p t i n g a Hamiltonian (energy) formu l a t i o n , we c o n s i d e r t h e s y s t e m a s a n i n t e r c o n n e c t i o n of (one degree of freedom) subsystems. Under certain c o n f i g u r a t i o n ( a s t a r n e t k -o r k ) a n d p a r a m e t e r v a l u e s we e s t a b l i s h t h e p r e s e n c e o f A r n o l d d i f f u s i o n w h i c h e n t a i l s p e r i o d i c , a l m o s t p e r i o d i c , a n d c o m p l i c a t e d nonperiodic dyanmics a l l s i m u l t a n e o u s l y p r e s e n t ; a n d e r r a t i c t r a n s f e r o f e n e r g i e s b e t w e e n t h e s u b s y s t e m s . I n s e c t i o n 1 we i n t r o d u c e t h e t r a n s i e n t s t a b i l i t y p r o b l e m i n a m a t h e m a t i c a l s e t t i n g a n d e x p l a i n w h a t o u r r e s u l t s mean i n t h e p o w e r s y s t e m s c o n t e x t .
S e c t i o n 2 p r o v i d e s i n s i g h t s i n t o A r n o l d d i f f u s i o n a n d s u m m a r i z e s i t s m a t h e m a t i c a l f o r m u l a t i o n a s i n [ 8 ] ,
[ l ] .
S e c t i o n 3 g i v e s c o n d i t i o n s f o r w h i c h A r n o l d d i f f u s i o n a r i s e s on c e r t a i n e n e r g y l e v e l s o f t h e s w i n g e q u a t i o n s . T h e s e c o n d i t i o n s are v e r i f i e d a n a l y t i c a l l y i n t h e c a s e
when a l l b u t one subsystem (machine) undergo relat i v e l y small o s c i l l a t i o n s .
I n t r o d u c t i o n
T r a n s i e n t s t a b i l i t y o f a p o w e r s y s t e m d e s c r i b e s the dynamical phenomena caused by a s u d d e n f a u l t ( s u c h as s h o r t c i r c u i t ) o r a l a r g e i m p a c t ( s u c h a s l i g h t n i n g ) . I t i s p r e c i s e l y t h e L y a p u n o v s t a b i l i t y i n a s t a t e s p a c e f o r m u l a t i o n o f a s i m p l i f i e d d i f f e re n t i a l e q u a t i o n m o d e l ( c a l l e d t h e s w i n g e q u a t i o n s ) w h i c h p o s s e s s a s m u l t i p l e e q u i l i b r i a : x = f ( x ) . L e t x b e a s t a b l e e q u i l i b r i u m p o i n t of t h i s model which i s p r r s l u n i b l p " c l o s e s t " t o t h e p r e f a u l t e q u i l i b r i u m p o i n t ( s e e [4] , [111) . The t r a n s i e n t s t a b i l i t y p r o b l e m i s t o d e t e r m i n e w h e t h e r o r n o t a g i v e n p o i n t i n t h e s t a t e s p a c e b e l o n g s t o t h e r e g i o n o f s t a b i l i t y o f t h e s t a b l e p o i n t x , T h i s t r a n s l a t e s t h e t r a n s i e n t s t a b i l i t y p r o b l e m t o o n e c f i n v e s t i g a t i o n o f t h e r e g i o n o f s t a b i l i t y o f a g i v e n s t a b l e e q u i l i b r i u m p o i n t ( S e e [ 6 , 7 , 9 ] f o r s i m u l a t i o n s ) .
-The s w i n g e q u a t i o n s : We w r i t e t h e s w i n g e q u a t i o n s m o d e l o f a n i n t e r c o n n e c t e d p o w e r s y s t e m .
W e assume z e r o t r a n s f e r c o n d u c t a n c e s o f t h e r e d u c e d n e t w o r k (or assume a g e n e r a t o r c o n n e c t e d t o e a c h n o d e ) .
*Research i s p a r t i a l l y s u p p o r t e d by DOE C o n t r a c t s AT03-82ER 12097 and DE-AS01-78ET29135.
Computer Sciences U n i v e r s i t y of C a l i f o r n i a B e r k e l e y , CA 94720 where 5 and 2 a r e r e s p e c t i v e l y , t h e a n g l e a n d t h e v e l o c i t y o f t h e r o t o r o f t h e ith machine; wR i s a c o n s t a n t r e f e r e n c e v e l o c i t y , u s u a l l y (2TI.60 e) ; 'ij E . E . Y . . ) i s t h e maximum r e a l p o w e r t r a n s f e r r e d b etween nodes i and j ( F o r d e t a i l s o f d e r i v a t i o n s a n d n o t a t i o n , r e f e r t o [ 3 ] . ) .
The damping constants D a r e known t o b e v e r y s m a l l . A s o f t e n d o n e i n t h e a n a l y s i s o f t r a n s i e n t s t a b i l i t y , w e s e t them t o z e r o ,
i . e . , Di = 0 . E q u a t i o n s (1.1) ( 1 . 2 ) d e s c r i b e a n n -d e g r e e o f f r e e d o m H a m i l t o n i a n s y s t e m w i t h a known e n e r g y f u n c t i o n w =
cos (6i -6.).
I
In t h e p o w e r s y s t e m s l i t e r a t u r e t h e a n a l y s i s o f t h e t r a n s i e n t s t a b i l i t y h a d f o c u s e d on u t i l i z i n g t h i s e n e r g y f u n c t i o n .
Most of these Analyses [3,6,7, 91 d r a w i n i s g h t s f r o m a n a l o g i e s t o t h e 1 machine -m b u s c a s e ( o r e q u i v a l e n t l y t h e e q u a l a r e a c r i t e r i o n ) . M o r e o v e r , i n [ 6 ! , [ 9 ] , a n e s t i m a t e o f t h e s t a b i l i t y r e g i o n i s p r o d u c e d i n t h e & -s p a c e ( i . e . a n g l e s p a c e ) o n l y . [lo], a r e t o r e f u t e i n c e r t a i n c a s e s t h e a n a l o g i e s t o t h e 1 machine -m b u s , a n d p r o h i b i t t h e u s e o f o t h e r t h a n t h e c o m p l e t e s t a t e s p a c e ( i . e . i s p r e s e n t i s a 3-machine power s y s t e m u n d e r c e r t a i n c o n f i g u r a t i o n a n d p a r a m e t e r v a l u e s .
6-w s p a c e ) . T h i s i s
The 3 e t r a j e c t o r i e s a n d , m o r e o v e r , e r r a t i c t r a n s f e r o f e n e r g i e s b e t w e e n i n t e r c o n n e c t i o n e d degrees of freedom (Subsystems).
Here we show t h a t A r n o l d d i f f u s i o n arises i n t h e i n t e r c o n n e c t e d
4-machine case ( F o r t h e n -m a c h i n e c a s e ,
1-114, and techn i c a l d e t a i l s , s e e [ Z ] . ) .
T h i s case d e s c r i b e s a 3-degree of freedom system. The specific configurat i o n o f t h e p o w e r s y s t e m y i e l d i n g A r n o l d d i f f u s i o n i s shown i n f i g . 1, w i t h t h e n o t e d r e l a t i v e p a r a m e t e r r a n g e s .
In t h e case o f 3 -m a c h i n e s , t h i s c o n f i g u r a t i o n produces chaos. This i s a n a l o g o u s t o t h a t o f
[lo] e x c e p t t h a t i t f o c u s e s on e n e r g y l e v e l s o f t h e whole system, i.e. a H a m i l t o n i a n a p p r o a c h , a n d i t e x p l i c i t l y c o n s i d e r s t h e d y n a m i c s o f t h e r e f e r e n c e machine (machine 4 ) , s e e s e c t i o n 3 . (1) a n a l y s i s c a n n o t b e b a s e d on a n a l o g i e s t o t h e o n e machine--bus case which i s an autonomous twod i m e n s i o n a l s y s t e m a n d h e n c e d o e s n o t e x h i b i t comp l i c a t e d b e h a v i o r . t h e n t h e c o n c l u s i o n o f o u r r e s u l t l e a d s t o new d e s i g n c o n s t r a i n t on t h e p a r a m e t e r r a n g e s a n d t h e c o n f i gu r a t i o n o f t h e i n t e r c o n n e c t e d p o w e r s y s t e m .
( 4 )
T r a n s i e n t s t a b i l i t y a n a l y s i s c a n n o t b e c o n d u c t e d i n t h e a n g l e s p a c e ,
i . e . & -s p a c e , a l o n e as i n [6, 9] . The complete dynamics can be understood only in the w h o l e s t a t e s p a c e ,
i . e . 8-c-space.
. A r n o l d d i f f u s i o n A r n o l d d i f f u s i o n ( s e e
[ 2 ] e . g ) i s a s e l f -g e n e ra t e d " s t o c h a s t i c " m o t i o n t h a t c a n o c c u r i n n e a r -i nt e g r a b l e ( i . e . w e a k l y c o u p l e d ) n -d e g r e e o f f r e e d o m Hamiltonian systems where n > 3 . I t a l s o e n t a i l s a n e r r a t i c t r a n s f e r o f e n e r g i e s b e t w e e n t h e s e d e g r e e s o f freedom. I t , t h e r e f o r e , c o n s t i t u t e s a new concept of i n s t a b i l i t y [ 5 ] -d i f f e r e n t f r o m t h e s t a b i l i t y c o n c e p t i n t h e Lyapunov sense. Arnold [ 5 ] showed t h i s form of i n s t a b i l i t y i n a s p e c i f i c e x a m p l e of a H a m i l t o n i a n system: a w e a k l y c o u p l e d ( i . e . n e a r i n t e g r a b l e ) t i m ep e r i o d i c two d e g r e e of freedom Hamiltonian system; me d e g r e e o f f r e e d o m p o s s e s s e s a h o m o c l i n i c o r b i t , i . e . a t r a j e c t o r y c o n n e c t i n g a s a d d l e p o i n t t o i t s e l f ; t h e second degree of freedom i s a n o n l i n e a r -o s c i l l a t o r ; a n d t h e w e a k l y c o u p l i n g t e r m i s time p e r i o d i c . T h e r e i s v a s t e x p e r i m e n t a l w o r k on A r n o l d d i f f u s i o n p r i m a ri l y i n t h e p l a s m a p h y s i c s l i t e r a t u r e . H a m i l t o n i a n s y s t e m
The p a r a m e t e r s ( q , p , g , L ) a r e c a n o n i c a l c o o r d i n a t e s on a 2 ( n + l ) -d i m e n s i o n a l ( s y m p l e c t i c ) m a n i f o l d : q , p a r e r e a l and g=(0 l,...,On), I = ( I l,...,I ) a r e n -v e c t o r s . F is a H a m i l t o n i a n i n t h e v a r i a b l e s q and p (one degree of The c o n s t a n t s G.(I.) = h j , j = l , ..., n, a r e c h o s e n s u c h t h a t t h e ( u n p e r t u r b e d ) f r e q u e n c i e s S 1 ( I l ) ,
..., $ ( I ) s a t i s f y t h e n o n -d e g e n e r a c y c o n d i t i o n s . .,n) a n d t h e non-
-
iIk,H l d t , k = 1, ..., n-1 1 w h e r e t h e i n t e g r a l s a r e , a t l e a s t , c o n d i t i o n a l l y c o n v e r g e n t [ 8 ] , [ 2 ] a n d
.
:I d e n o t e s P o i s s o n b r a c k e t s . W e r e q u i r e t h a t t h e m u l t i p l y

-p e r i o d i c M e l i n k o v v e c t o r
M(5') h a s , a t , l e a s t ? o n e t r a n s v e r s a l z e r o , i . e . , a p o i n t 0" = (e:, . . . 9 ; )
s u c h t h a t M(6') = 0 and det [DM(Oo)] # 0, where
DM i s t h e n x n J a c o b i a n m a t r i x o f t h e v e c t o r M w i t h r e s p e c t t o t h e i n i t i a l p h a s e s , g o .
Theorem (H0lm.s and Marsden [ E ] ) I f c o n d i t i o n s ( C l ) -( C 4 ) h o l d f o r t h e p e r t u r b e d s y s t e m ( 2 . 1 ) , t h e n , f o r p s u f f i c i e n t l y s m a l l , A r n o l d d i f f u s i o n a r i s e s i n t h i s s y s t e m .
Remarks: (1) An e x t e n s i o n of t h i s Theorem t o i n c l u d e non-H a m i l t o n i a n s y s t e m s o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s i s g i v e n i n [ 2 ] . S p e c i f i c a l l y , t h i s e x t e n s i o n a l l o w s t h e d e g r e e of f r e e d o m d e s c r i b e d by t h e e n e r g y f u n c t i o n F a b o v e t o b e n o n -H a m i l t o n i a n .
(2) I n t u i t i v e l y , t h e phenomenon of Arnold diffusion can be thought of as a weak coupling (LH') between 2-dimens i o n a l s u b s y s t e m s ( d e g r e e s of freedom); where one sub-
system (F) h a s a h o m o c l i n i c o r b i t , t h e o t h e r s u b s y s t e m s (Gi) are n o n l i n e a r o s c i l l a t o r s . U n d e r t h e c o n d i t i o n s (C2) and ( C 3 ) t h e o s c i l l a t o r s s u r v i v e t h e p e r t u r b a t i o n p , a n d r e m a i n n o n l i n e a r o s c i l l a t o r s w i t h t h e same f r e q u e n c i e s . T h e s e o s c i l l a t o r s t h e n a c t c o l l e c t i v e l y a s a p e r i o d i c f o r c i n g t o t h e s u b s y s t e m ( F ) .
The a p p l i c a t i o n t o t h e s w i n g e q u a t i o n s
of a 4-machine power system.
Here w e c o n s i d e r a n i n t e r c o n n e c t e d p o w e r s y s t e m w i t h t h e c o n f i g u r a t i o n o f a s t a r n e t w o r k ( f i g .
w i t h -o u t t h e d o t t e d l i n e s ) .
We r e q u i r e t h a t m a c h i n e ( o r a r e a ) 4 t o b e r e l a t i v e l y l a r g e , m a c h i n e ( o r a r e a ) 3 t o b e r e l a t i v e l y s m a l l ; a n d m a c h i n e s 1 and 2 t o b e i n t e r m e d i a t e . lie a l s o c h o o s e a p p r o p r i a t e p a r am e t e r s P . and P. , a n d d e f i n e .-t o b e a measure of t h e r a t i o b e t w e e n m a c h i n e k (?Ik, k = 1 , 2 , 3 ) a n d t h e l a r g e ( r e f e r e n c e ) m a c h i n e sl?ll) [ 2 ] . The l a t t e r m a c h i n e s e r v e s t o p r o d u c e -h e c o u p l i n g b e t w e e n t h e i i r s t t h r e e m a c h i n e s . One o b t a i n s , a f t e r a p p r o p r i a t e s c a l i n g o f c o n s t a n t s , a n d e x p a n s i o n s i n j ( s e e [ 2 ] ) , t h e f o l l o w i n g H a m i l t o n i a n w h i c h d e s c r i b e s t h e d y n a m i c s o f t h e i n t e r c o n n e c t i o n of t h e s t a r n e t w o r k .
where :.(= 6 , -is 3: a c o n s t a n t ) i s t h e a n g l e a n d li.
i s the velocit:..;
.lk are c o n s t a n t s ; 5 i s a s m a l l c o n s t a n t ; and I i s t h e p e r t u r b a t i o n p a r a n e t e r .
The f i r s t t h r e e t e r m s , e a c h , d e s c r i b e s t h e d y n a m i c s o f a p e n d u l u m w i t h c o n s t a n t f o r c i n g ; t h e o t h e r terms, which a r e f u n c t i o n s of 2 , r e p r e s e n t t h e c o u p i i n g f u n c t i o n . ( T h e p h z s e p o r t r a i t o f
a forced pendulum i s shown i n f i g u r e 2 . ) The f i r s t twc r e r m s a r e p e r t a i n i n g t o t h e
~9.2, phase portra;t of a p e o d u h ~' t -t h bnS+an+
Forclngs I two d e g r e e s o f f r e e d o m a s s o c i a t e d w i t h t h e i n t e r m e d i a t e machines (1) and ( 2 ) . The t h i r d i s a s s o c i a t e d w i t h t h e s m a l l m a c h i n e ,
m a c h i n e 3 .
I t i s s c a l e d by t h e
( f i x e d ) s m a l l n o n z e r o p a r a n e t e r cr, w h i c h s e r v e s t o g u a r a n t e e t h a t , f o r c e r t a i n e n e r g y l e v e l s o f t h e un- -T,(t-t,)
w h e r e t h e o v e r b a r d e n o t e s t h e v a r i a b l e s a l o n g a homoc l i n i c o r b i t b e f o r e p e r t u r b a t i o n .
We s t r e s s t h a t t h e s e i m p r o p e r i n t e g r a l s n u s t b e shown t o e x i s t a n d c o n d i t i o n (C4) must b e x~e r i f i e d a n a l y t i c a l l 1 , i n o r d e r t o p r o v e t h e e x i s t e n c e o f A r n o l d d i f f u s i o n .
Vhen _ . and ~ a r e m e r e l y t -p e r i o d i r , s u c h a: . a n a l y t i c v e r i f i c a t i o n i s n o t a p p a r e n t .
(we n o t e t h o u g h t h a t F o u r i e r e x p a ns i o n s may b e u t i l i z e d t o p e r f o r m t h e e v a l u a t i o n c o m p u t a t i o n a l l y , s e e
[ 2 ] .)
In t h e c a s e when machines 1 and 2 undergo m a l l o s c i l l a t i o n s ; a n a l y t i c p r o o f s of t h e Y e l i n X o v i n t e g r a l s , s o a s t o p o s s e s s t r a n s v e r s e 1 z e r o s caTL b e e s t a b l i s h e d .
Ln t h i s c a s e t h e v a r i a b l e s of machines 1 a n d 2 , i . e .
. and :. become s i n u s o i d a l (PIGS sr.all e r r c r t e r m s ) .
The X e l i n k o v i n t e g r a l s a r e t h e n e v a l u a t e d t o (we r e l e g a t e t h e t e c h n i c a l d e t a i l s t o
[Z]). 
where a i l , bil, a3k and b3k a r e n o n z e r o c o n s t a n t s ; a n d -,1 a n d ? 2 a r e c o m m e n s u r a t e f r e q u e n c i e s . E q u a t i o n ( 3 . 3 . a ) h a s t r a n s v e r s a l z e r o s t 4 , i . e . 3 ( t * t ) = 0 and b?l , ; t i (t;) # 0 , s u c h t h a t s i n
o n e s u c h z e r o s , t ? , i n t o ( 3 . 3 . b ) and o b t a i n a t; such t h a t : g 3 ( t f . t $ )
= 0 and i M / 3 t # 0. Then t h e p a i r % ( t * , t * ) c o n s t i t u t e a t r a n s v e r s a l z e r o f o r t h e v e c t o r ? l ( t l , t 2 ) a s s e e n f r o m ( 3 . 4 ) . C a r r y i n g o u t t h e s e s t e p s , w e s e t X ( t * , t * ) t o z e r o , i . e . , 
2 . a ) a n d r e q u i r e t h a t
( 3 . 6 ) s i n R 2 t ; C o n d i t i o n s ( 3 . 5 ) a n d ( 3 . 6 ) h a v e s i m p l e g e o m e t r i c i nt e r p r e t a t i o n a s c a n b e s e e n i n f i g u r e 3. Let , Then c o n d i t i o n ( 3 . 6 ) b ( t ) s i n R t means t h a t A ( t ) d o e s n o t c o i n c i d e w i t h t h e p o i n t z on t h e c i r c l e i n f i g u r e 3 . E q u a t i o n ( 3 . 5 ) r e q u i r e s t h a t t h e p r o j e c t i o n o f t h e v e c t o r ( a 3 2 , b ) t o n t h e v e c t o r A ( t ) , i . e . ~ t h e p o i n t p , t o h a v e a length equal t o t h e c o n s t a n t ; C 1 . It i s e a s y t o see, g e a w t r i c a l l y , t h a t t h e r e e x i s t two values of t $ ( i n e a c h p e r i o d ) t h a t s a t i s f y e q u a t i o n ( 3 . 5 ) p r o v i d e d I C 1 6 1 (a3,2, b3,1) t 1 . T h i s l a t t e r c o n d i t i o n i s r e a d i l y s a t i s f i e d , a n d t h e r e f o r e A r n o l d d i f f u s i o n arises on c e r t a i n e n e r g y l e v e l s .
-_
( T h e s e l e v e l s are g f v e n e x p l i c i t l y i n [ 2 ] as H ' = h,for
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